1.1 Gelijkvormigheid

bladzijde 12

Hoofdstuk 1 - Hoeken \Q '

1a APQRiseen vergroting van AABC, dus de drichoeken AABC en APQR zijn k

gelijkvormig.
PQ _7
b Vi tingsfact —_— =
ergrotingsfactor: ~° = @

¢ De twee driehoeken zijn een vergroting van elkaar; alle leden zijn dus met
dezelfde factor vergroot. Omdat PQ=1-AB ,is PR= =1.3=24

OR=1.BC=1.2=31.
2a Delijnen AB en DE lopen evenwijdig aan elkaar. Daaruit volgt: LA@

(F-hoeken) en ZB = ZE (F-hoeken). Ookis £C =ZC .Dus de ) nkomstlge
hoeken van AABC zijn even groot als de hoeken van ADEC, dat

NANABC ~ ANADC.
b  Verhoudingstabel:
AABC | cA=9] cs| \

ADEC | cD=6] CE|
Hieruit volgt:

CB_9

=0 _Z B=2-CE=%-8=12
CE" ¢ = CB=:-C

AB_9 _

DE=% AB=£.131=9
DE 6 9 T2
¢ BE=CB-CE=12-8=4 k

bladzijde 13 O

3a Drichoek AABC ~ AADB C ~ ABDC. Er zijn dus twee manieren
om de lengte van BD te v1nden
Manier 1: gebruik AABC ~

AABC | Ac=10]| A
NADB | AB=38] A B
En dus: %:%0 = AL AB=5.8-64.

Manier 2: gebruik NAZ

AABC | Ac=10]
ABCD | BC=6

En dus: BC _ =%-BC=%5-6=3,6 enis AD=AC-CD=10-3,6=6,4.
b manier 1 van a: gg 12? = DB=£.BC=2%.6=4,8.
Met an manier 2 van a: gg:%o = DB:%.AB:%.8:4,3,
~ AADB en dus
AD| BD
DE| BE

== = DE=%.AD=%£.6,4=3,84.
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Hoofdstuk 1 - Ho:en
ED CD 6 :

= - ED=-5.AM=-5.3~268.
AM DM 445 s s

Met Pythagoras: DM? = AM* + AD* =3*+6° =45 = DM =+/45=6,71.
Omdat AFDE ~ AADM geldt de verhoudingstabel:
AFDE | ED=~2,68] FE| FD k

Met de tabel van het voorbeeld:

AADM | DM =6,71| AM | DA

Hieruit volgt: %zé’—g? = FE~28. AM=2%.3-17. @
AABC ~ ADEC A

AABC |  AB=25]| AC =x| BC
ADEC | DE=10| DC =42 -x]| EC
Hieruit volgt: AC_ X _25 gy gusis 10x = 25(42 - x)=-25x+

DC 42-x 10
Herschrijven tot 35x =1050 geeft x =122=30.

5

AB:DE =2 =2,5,dus de verhouding tussen de overeenkomst
en ADEC is 2,5. Dus de verhouding tussen zijde AC en zf D is

In andere woorden: voor elk stuk van lengte 1 van CDgp er e van lengte 2,5
van AC. \

In nog andere woorden: v oor elk stuk van 3,5 hoort 2,

Als je de 42 in stukjes van 3,5 verdeelt en vermeggvuldigt

gezochte lengte: AC=x= 42 2,5=30.

3,5
Uit AABC ~ ADEC ~ AAFD volgt:
AABC AB=25| BC=20 AC
ADEC DE =10 EC DC
AAFD AF FD| AD=42
BC _25

D Idt =—===

us geldt 7C =10
Enis BE=BC+EC=20+8=28.0md% = FD is FD=28.

AABC AB =25

ADEC DE=10
AAFD AF
AC _ 20
D lgt: —=— p=20.42=30.
an volgt: “ > =52 = x

B(10,10,0), E(4,0,
H’.E F G

B C
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

Zijaanzicht voor het afknotten:

HE is de lijn waar de piramide is afgeknot.

Punt K ligt recht onder punt E en punt L is de top
van de niet afgeknotte piramide.

In het vooraanzicht geldt AAKE ~ AADL.

Dit geeft als verhoudingstabel:

AADL | AD=10] DL| AL

AAKE | AK=6]| KE| AE

De verhouding tussen de zijden van beide drichoeken is .

Dan volgt: DL =10 p ~ 4. KE=1.8=131.

De oorspronkelijke piramide was 13 hoog.

Om ABFE op schaal te kunnen tekenen moeten je de
lengte van de zijde AE of de zijde BF weten.

Bereken in driechoek AKE de lengte van AE.
AE*=AK’+KE* =6"+8" =100 endus AE =100 =1Q.

AABP ~ AFEP,want /BEF = Z/ABE (Z-hoeken), %
ZAFE = ZBAF (Z-hoeken) en ¢

ZAPB = ZEPF (overstaande hoeken).
AABP | AB=10] AP| EP
AFEP | FE=4] FP| BP

Stel AP = x,dan geldt FP=AF —x .

Uit de tabel volgt dat de verhouding tussen e zijden van beide

Herschrijf tot 14x =10- AF en dus is
Met Pythagoras vind je AF”> = AE” +
AF =116 .

Dus AP=x=1.AF =111

14 -
1.2 Cosinusregel b
bladzijde 14 k

ZB=180-ZA - £Q @ 10 — 90 = 50°
tanoc:fl—g C-tano=8-tan40° =6,7
cosoc:AC = c__8 ~10,4
oso.  cos40°
A

) E +4? =116 en dus

driehoeken % is.
AP x 10
D lgt: =——= == ,
an volg FP AF —x 4 k g
Dit geeft: 4x =10(AF —x)=-10x+10- 4 A

2 2 2 2
Uit si oS0 = A_g volgt (sina)’ +(cosa)® = igz + ’2;2 = BC +AC
Volgens Pytha®ras geldt: AC* + BC> = AB”. Delen door AB’ geeft:

2 2
BC -1

€ wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2
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Hoofdstuk 1 - Ho:en
Combineer de resultaten van b en ¢ tot

2 2
sin® o+ cos” ot = (sin )? + (cosar)? = BEFAC” _y @

AB’

D

8a sin(LA)= AC

= CD= AC -sin(£A)=10-sin(80°) = 9,85

b cosAAzﬁ—g — AD = AC-cos ZA=10-cos80° = 1,74

DB=15-1,74=13,26 :

¢ Pythagoras: CB* = BD* +CD” =13,26> +9,85° =272,9 en dus CB = 16,

9a In AADC geldt sinoc:CTD — CD=b-sina.
AD

In AADC geldt cosa:T = AD=b-coso.. @
Endusis DB=c—AD=c—b-cosa.
b Alsjeinde formule BC*=CD’+BD’ debija gevonden% =a
V :

invult krijg je:
a’ =(b-sina)’ +(c—b-cosa)’ =b*sin’ o+ b coszoc—Zz S

¢ Omdat cos’a+sin’ o =1 geldt:

a’ =b’sin” o+b>cos’ ou—2-b-c-cosa+c” = b’ (sin’ o.+cos WA—2-b-c-cosa+c’

=b*+c*=2-b-c-coso.

bladzijde 15 K&
10a  De cosinusregel: a* =19° +15* -2-15- 9° ¥ 14303 . Dus BC=a=~11,96.

b  Cosinusregel: OR =35> +13"-2-35-1
¢ Cosinusregel. KM* = KL’ + LM* -2 cos /L.

Enis cosZL =

/L =cos™ 0,60 = 52,83°.
Nogmaals de cosinusregel, P+ ML -2-KM-ML-cos /M .

Sy MIP-KI* 12 +8*—15°

Herschrijven: cos ZM = = =—0,089.
M-ML 2-12-8
Dus /M = cos™ (-0, 35,03°
11a De schaalis 1:50000% clke kilometer krijgt in de 1:50 000 K
tekening lengtq ,2m=2cm.
Dus PW kgij 5-2=5,5cm en w
PK krijgt le 2=9,44 cm
b Cosin
WK* = +PK>-2-P-K-cos42° =

2,75 +4,72"9.2,75-4,72 -cos42° =10,55.
Dus WK = 3,25 km . Er is afgerond op 2 decimalen omdat

e getal achter de komma de tientallen meters aangeeft.
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

Cosinusregel ¢* =a’+b*—~2-a-b-cosy herschrijven:

Een rechthoekige driehoek.

a’+b*—c* 332 +56°-65°
OSYET b 2-33-56
Dus y=cos' 0=90° k

Als y=90° dan geldt cosy=0.
De cosinusregel versimpelt dan tot ¢* =a’ +b> —2ab-0=a’+b", de stelling V@

Pythagoras!
. ¢D o
In AADC geldt sino==2 = CD=b-sinc.. A

In AADC geldt cosoc=% = AD=b-coso..
Ookis AD=c+BD endus BD=AD—-c=b-coso.—c.
In BC* = BD>+CD”* voor BD en CD de bij a gevonden form en met

BC =a invullen geeft: a> = (b-sina)” +(b-cosa—c)’.

a’ =(b-sino)* +(b-coso.—c)*
a* =b*sin* o +b>cos’*0.—2-b-c-coso.+c> *

=b*(sin*oi+cos’ o) —2-b-c-coso+c” .

12—11
=b>+c’—2-b-c-coso.
Dit is de cosinusregel!
1.3 Hoek tussen twee lijnen k&

bladzijde 16

AADP is een rechthoekige driehoek, d @ AD? + DP? =6%+5,5> = 66,25 en
dus AP =./66,25 ~8,14 .

Omdat ACBD een rechthoeks,
driehoek, dus BP? = BC* +CP
Omdat ACBD een rechthoeXK
In AADC geldt AC* = AD’
AB en CD zijn evenwijdi

=BC =6. ABCP is een rechthoekige
+2,5°=42,25 endus BP =./42,25~6,5.
=DC=8.

6> +8° =100 endus AC=10.

= LACD (Z-hoeken) en ZABP = Z/BPC

(Z-hoeken).

Dus de driehoeken zijn ge rmig.

Uit opdracht a volgt 45+ SC=10 en BP=BS+SP=6,5.
Stel AS=x en SP at AABS ~ ACPS geldt:

AABS ] AS=x| BS=65-y

ACPS 25| CS=10-x]| SP=y

vit 48 volgt 2,5x=8-(10 - x) = —8x +80.

Dus i is AS=x=3L=762.

10,5
Uit de ver ingstabel volgt ook : C_g _65-y_ 8

,5y=16,25 enis SP=y="2 <155

10,5
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Cosinusregel: AP> = AS* +SP?> ~2-AS-SP-cos(£LASP) .

Herschrijven tot: 2- AS-SP-cos(LASP) = AS® + SP* — AP”.

AS>+SP>— AP> _7,62° +1,55* - 8,147
2-AS-SP 2-7,62-1,55

Dus ZASP = cos ™' (-0,25) = 104° .

£BSC = LASP =104° (overstaande hoeken)

Ook is ZCSP = ZASB (overstaande hoeken)

Omdat £ZBSA+ ZASP =180°

cos(LASP) = =—0,25

Beide lijnen liggen in het vlak ABFE.

Omdat tan(ZAEB) =48 is LAEB = tan™ (ﬂ) ~ tan”! (ﬁ) - 45°
AE AE 6

Beide lijnen liggen in het vlak BEG. De drie zijden van ABEG zijn a
dus ABEG is een gelijkzijdige driehoek en elke hoek is 60°.
Beide lijnen liggen in het vlak BCHE.

Gegevenis BC=FEH =6.
Met Pythagoras krijgje BE* = AB*+ AE* =72 en dus.B 2 ~
B

ABCE is een rechthoekige driehoek, dus tan ZBCE

/BCP = /BCE = tan™" (E) —tan [ 342 | 25480
BC 6

ABCP is een gelijkbenige driehoek dus geldt
ZCBP =54,8° en ZBPC =180° —2-54,8° & 70° .

Beide lijnen liggen in vlak ACFD.

tan ZDCF = % =1 dus «DCF =tan'(1

(o

P ligt in het midden
Beide lijnen liggepdn

@ dus BP=EP=2.

ok APC.
*=BC*+BP*=4"+2>=20,

AP? +CP*>=2. AP-CP-cos(LAPC)

S(LAPC)= AP* +CP* - AC?

P2 4 CP? — AC? _ 4,47+ 4,47~ 4’
2-AP-CP 2447447

P =cos™ 0,600 =~53° .

cos(ZLAPS) = =0,600

wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2

= ZBSA=180° — LASP =76° enis £LCS

Hoofdstuk 1 - Ho:en
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

De lijnen AE en CE liggen in het vlak AEC. Met Pythagoras volgt
CE*=CF*+EF*=4"+4" =32 ,dus CE=+/32 =5,66.
Omdat AACE gelijkbenig is,is AE =~/32 = 5,66 .

Cosinusregel: AC* = AE*+CE* -2-AE-CE -cos ZAEC .
AE*+CE* - AC?
2-AE-CE

De lijnen AP en PF liggen in vlak APF.
Met Pythagoras volgt AF> = AC>+CF?>=4>+4%> =32 ,dus AF =+/32~5,6

Bij opdracht b is berekend dat AP =~/20 ~ 4,47 .
Omdat AAFP gelijkbenig is,is FP =~/20 ~ 4,47 .
Cosinusregel: AF> = AP* + FP> —~2- AP -FP-cos ZAPF
AP’ + FP* — AF? @
2-AP-FP

De lijnen BE en CH lopen zijn evenwijdig aan elkaar. ﬁj snyat deze lijnen
daarom onder dezelfde hoek (Z-hoeken). K

AE _8
AB 6

AB en CH liggen niet in eenzelfde vlak, dus zijn het kr de lijnen.
BE en CH lopen evenwijdig aan elkaar. Defogk waaronder AB en BE elkaar
snijden is daarom gelijk aan de hoek waa B en CH elkaar kruisen.

P e

Net als in opdracht d is de hoek waaron

cos ZAEC = endusis ZAEC =41,4° .

cos ZAPF = en ZAPF =78,6°.

bladzijde 17

tan ZABE = = ZABE =tan"'(£) =53,

elkaar kruisen gelijk aan de
hoek waaronder BP en EB elkaar snijden:

tanAABPzﬁzi = LABP =tan}
AB 6

Dus ZEBP = ZABE — ZABP =53,1° -
BP en CH elkaar ook onder 19.4°

6> =8,49.Pen Q delen BG in
G=1-849=283.

Pythagoras: BG =
drie gelijke stukken, dus
Met behulp van de tekery

tan 2GHQ =82 283 Wy, /GHO = tan™ 0,47 = 25,2°
GH
tan /GHB = Z_(G; - ho — /GHB=tan™0,33 ~ 54,8°

Bereken eerst ant /PHQ =/GHP - /ZGHQ .

A 83 0,94 = ZGHP =tan™ 0,94 = 43,3°.

Dus P — ZGHQ =~ 43,3°-25,2°=18,1°.
Pythago H=+AD?+DH? =6’ +6* =72 = 8,49;
AP = = /6> +2,837 = 6,63;

HP =JHG? +GP? = \[6> +(2-2,83)" =8,25.
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Hoofdstuk 1 - Hodken

Je kunt ZAHF berekenen. AAHF is een gelijkzijdige driechoek dus LAHF = 60° .
Dus kruisen HF en BG elkaar ook onder 60°.

Het grondvlak is een regelmatig zeshoek dus zijn alle hoeken 120°.
NAABF is gelijkbenig = £ABF = ZAFB .

Dus ZABF =1(180°-120°) =30° =

ZFBC = ZABC — ZABF =120°-30° =90°. Cosinusregel:

BF? = AB>+ AF*-2-AB- AF -cos /BAF =
6°+6>—2-6-6-cos120° =108

Pythagoras: CF> = BF> + BC* =108+ 6° =144 = CF =./144 =12
Op analoge wijze kun je de andere diagonalen berekenen.

Beide lijnen liggen in het vlak ADT.

Merk op dat de diagonalen elkaar middendoor snijden in S.

De hoek tussen AD en DT'is ZADT .

tan ZADT = % = % = ZADT =tan™ 2 = 59,0°,
dus de lijnen snijden elkaar onder een hoek van 59,0° . &
Pythagoras: AT = AS? +ST? =6> +10*> =136 ~ 11,7

AT en BT liggen beiden in vlak ABT , de hoek tusse jden ATB .
AATB is een gelijkbenige driehoek want AT = BT =

Cosinusregel: AB> = AT +BT*-2-AT-BT -co
AT?>+BT? - AB> _136+136-6°

cos ZATB = T AT BT =2 V136 6:0,8676 :>'
ZATB =cos™0,8676 =29,8°
AT en DT liggen beiden in vlak ADT, d tu beiden is ZATD .
ZATD=2-ZATS =2 -tan”' £ =61,9°.
AT en CT liggen beiden in vlak ATC, d tusSen beiden is ZATC .
Eerst AC berekenen met de cosinusre
AC? = AB>+BC*-2-AB-BC - cos °+6>-2-6-6-c0s £120°=108 = AC =10,4.
Nu de cosinusregel in AATC ; —2-AT-CT -cos LATC .

=0,6029 = LATC = cos™ 0,6029 = 52,9°.

De dakgoten liggen 5 met
4 meter boven de dakgoih. EF 1s 4 meter, het hele dak is 10 meter. Dus BQ heeft

een lengte van 1(10-4)= eter. Een vooraanzicht van het dak is:

PythagoalF° = OB’ +(hoogte)” =3’ +4% =25 ,dus PF=5m.
Pythagoras: /' = FP?> + BP? =5 +3% =34 ,dus FB=+/34~5,83m.

Pythagoras: FB> = FQ* + BQ? ,dus FQ =\/[FB> - BQ* ~/34-3’ =5m.

wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2 © Noordhoff Uitgevers bv



Hoofdstuk 1 - Hoeken :

A B k

d Uit de symmetrie van het dak volgt AE =DE=FB=+34m en AD=6m.
Cosinusregel: AD> = AE* + DE* -2 AE-DE -cos ZAED .

E’+DE’ - AD* _ 34+34-6°
2-AE-DE 23434

1.4 Loodrecht @
bladzijde 18 Q
21b  Als de geodriechoek een hoek van 90° maakt met het ta‘ewodr ehoek staat

cos LZAED = A ~0,4706 = ZAED =cos' 0,06 ~ 61,9°.

loodrecht op het tafelvlak.

Ja, de geodriehoek staat loodrecht op de randen van
Bij het zijaanzicht waarbij je de geodriehoek alleen als een@nstuk ziet.
e Alle lijnen die loodrecht staan op het lijnstuk wa driehoek het tafelblad

raakt.

22a AB en BG maken een hoek van 90°.
b ABenBP;AB en BC alsmede AB en B% ar onder 90°.
k

AB en CF kruisen elkaar loodrecht.

c
d AB maakt met elke lijn in vlak BCGF 0 n 90°.

bladzijde 19

23a (D staat loodrecht op BC e
snijden elkaar, dus CD staat

odrecht op CG. De lijnen BC en CG
op twee snijdende lijnen in vlak BCG en

kruist lijn DF loodrecht. De lijnen BD en DF
aedrecht op twee snijdende lijnen in vlak BDF en

daarmee loodrecht op vla
b  AC snijdt lijn BD loodre,
snijden elkaar, dus AC sta®
daarmee loodrecht DF zelf.
¢ Lijn CFligt in vlak CF en GF staan niet loodrecht op elkaar. Dus GF staat

niet loodrecht op glk vlak EFC en daarmee niet loodrecht op vlak EFC zelf.

d EG. Lijn HF staat loodrecht op EG en daarmee ook
e evenwijdig loopt aan EG, dus loodrecht op MN.
e in vlak HFC en staat dus niet loodrecht op vlak HFC.
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Hoofdstuk 1 - Ho:en

24a ABCTis een gelijkzijdige driehoek met zijde 6, zie de linkertekening.

ABDT is een gelijkbenige drichoek met twee zijden van 6 en zijde
BD =V AB* + AD* =6 +6* =/72 = 8,49
T k
T
B c B D A
b AB=AT ;punt M is het midden van BT,dus BM =TM en ook is A M.

Dus AABM = AATM.Hieruit volgt dat LAMB = ZAMT , maar oo
LZAMB+ ZAMT =180° .

Ook ABCT is een gelijkzijdige driehoek. Dus staat ook CM loo
d Zowel AM als CM liggen in vlak ACM en ze snijden elkagr, gs
van BT dat door punt A gaat.

loodvlak

.\
e Sligt op de lijn AC en ligt dus in vlak AC lijnen in ACM snijden BT

loodrecht, dus de lijn vanuit S naar BT g r viak ACM gaat snijdt BT loodrecht.
Dit is de lijn SM.

25a DE maakt een hoek van 90° met lengte van AD is 6. Als we de lengte van
DE weten dan kunnen je £A ekenen.
Lijn DE ligt in het vlak AD taa drecht op CT.

T

In dri Idt DE-CT =TD-DC .Omdat CT =~/64+36 =10 geldt
DE 10N = DE =4,8 .In driechoek ADE is AD =6 enomdat AD 1 DCT staat
ht op DE enis ZADE =90°.Danis ZAED = tan™* &5 =51°.
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

b AB staat loodrecht op het vlak ADT dus is driechoek TAB een rechthoekige driechoek
met AT =+6"+8" =10 en AB=6.Danis BT> = AT>+ AB> =10" +6” =136 c
T

A
En geldt BT -AF = AB-AT = AF =—%_~514.
J136

Vanwege de symmetrie in het vlak DBT geldt CF = AE =
¢ Cosinusregel: AC* = AF>+CF*—2-AF -CF -cos ZAFC ,
AF? +CF* - AC® _5,145% +5,145* - 779

5@
<

cos LAFC = = 596" = LAFC =111°
2-AF -CF 2-5,145-5,145
26a Denk een assenstelsel langs BC en BF in het vlakdeel met B als oorsprong.
F m G

- \

- \

- \

- \

- \
-7 \
- \

e

Het hellingsgetal van BK het hellingsgetal van CM is dan 2.
Omdat §--2=-1 snijdek{ien M elkaar loodrecht.

B

b CM staat loodrecht op B kruisen DC en BK elkaar loodrecht. Dus staat BK

loodrecht twee snijd anen in het vlak DCM en daarmee is DCM een loodvlak
van BK.

=921 =CP* is ZPMC =90°.

1
4
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Hoofdstuk 1 - Ho:en

1.5 Hoek tussen lijn en viak

bladzijde 20 @
BC _4 k

— i — —liz o
tanABAC—AC 3 = ZBAC=tan" ;=531

ZBAC is groter dan ZB’AC’ . Dit komt omdat BC langer is dan B’C’ maar ¢
dezelfde lengte houdt. AB moet daarom een grotere helling hebben dan AB’
is ZBAC groter dan ZB’AC’.

De lijn AD.

tan 2DAT =L =3 — /DAT =tan™ 2 =36,9°
AD 4

AC staat loodrecht op BD omdat beiden diagonalen zijn van eeg
vlak BDT. Tevens wordt AC loodrecht gekruist door DT. Lijn [
en snijdt BD. Dus AC staat loodrecht op twee elkaar snijden
en staat dus loodrecht op BDT zelf.

Noem het snijpunt van lijn BD met AC punt Q. De proje.ctﬂ op BDTisdan QT

De hoek tussen ribbe CT en vlak BD .
Danis CT =yCD* + DT? =/4* +3’ =L/ +42 =22

Hieruit volgt sin ZCTQ = gg 2 70 = sin 22 ~34,1° .

bladzijde 21 b

De projectie van AB is KDY rojectie van CF is KL; de projectie van CE is KE;

CF staat loodrecht ABC. De loodrechte projectie van CF op ABC is
punt C.

De loodrechte g van BF op het vlak KLE is BL. De hoek tussen BF en BL is
ZFBL .

4* +8% =~8,94 en FL=2, dus

sin Ay 8—294 = /FBL~sin" 2;~12,9°.
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

d Noem het punt halverwege AB punt P, de loodrechte projectie van CE op het vlak

ABE is EP.
De hoek tussen CE en EPis ZCEP .
In ABCP geldt CP =y BC?—BP? =4 27 =/12. k

In ABEP geldt EP =+/BP?> + BE? =8> +2? =68 .

CP V12
tan ZCEP = =— =2 /CEP =22.8°
an EP - Ves , @

30a Voorvlak: AF;linkervlak: AH; achtervlak: DG;rechtervlak: BG; bovenvlak: :
grondvlak: AC.

b  De hoeken in een kubus zijn alleen afhankelijk van de verhouding vageggaribben.

¢ Deloodrechte projectie van AG op BCGF is BG. De hoek tuss

ZAGB.
BG =~47+47 =5,66. Danis tan LAGB =48 - _%_ GB
BG 5,66
d De bij opdracht a gevonden projecties zijn allen even gr venars de ribben van de
kubus. De hoek tussen AG en de projecties is daarm root.
e Laat S het midden zijn van HF en T het midden van BD, is ST de projectie van

is dus gelijk aan de hoek tussen AG en CG,zijnde LA

AC 5,66 -1(s6
tan ZAGC="—==">— = LAGC =t L4 55°
an cC- 1 an
f De loodrechte projectie van AQ op vlak is It . Hieronder is vlakdeel

ADHE getekend, het snijpunt van AQ en unt P en punt R ligt halverwege AD.
| Q H O

N

RN
A R D b

Je gaat ZAPD berekengldoor eerst ZADE en ZDAQ =ZRAQ te berekenen.
ZADE =tan™' £ =45° en Q=tan" £~63,4°.
Dus £ZAPD =180°— — ZRAQ =71,6°.

ect PR op ABCis BR. De hoek tussen PR en BRis ZBRP .
regelmatig viervlak is, dus alle zijvlakken zijn gelijk. Hieruit

31a De loodrechte prgi
Merk op dat D
volgt dat
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32a

Hoofdstuk 1 - Hodken

Omdat P het midden is van PR,is BP = DP .Ook is PR=PR.
Dus ABPR en ADPR hebben paarsgewijs gelijke zijden en dus is ook
4BPR=/DPR.
En ook is ZBPR+ ZDPR=180° dusis ZBPR=1-180°=90°.
Driehoek BPR is dus een rechthoekig driehoek.
Pythagoras: BR =+ AB> — AR> =/12* —6> =10,4.
]

Dus sin/BRP=8L = 6 /BRp ~sin"! & ~35°.
BR 10,4 104

Noem het midden van BC punt S. De loodrechte projectie van PQ op vlak i

0S. De hoek tussen PQ en QS is ZPQS .

Merk op dat APQS en ADAC gelijkvormig zijn met vergrotingsfacto

Dus ZPQS = ZDAC .Omdat ADAC een gelijkzijdige driehoek is, i

ZDAC = £ZPQS =60°.

Noem net als bij opdracht b het midden van BC punt S.

De loodrechte projectie van AD op BCD is DS.

De hoek tussen AD en DS'is ZADS . ¢
De loodrechte projectie van AD op ABCis AS. P B
De hoek tussen AD en ASis ZDAS . AT
Omdat alle zijden uit gelijke driechoeken bestaan, Q
geldt dat AS = DS, dus AASD is een gelijkbenig B
driehoek = ZADS = ZDAS .
De loodrechte projectie van AF op ABED fAD.
De hoek tussen AFen AD is ZDAF .
tanZDAF=PL _2 _ /DAF =tan™ )
AD

Omdat DE evenwijdig is aan AB is £,
Bereken eerst met Pythagoras de zijdel
CE=+/52;CD=140; DE=4.
Cosinusregel: cos ZCED = 9 = ZCED =61°
Dus CE en AB kruisen elka
1.6 Hoek tussen tweg viakken
bladzijde 22
90°
Een zijaanzich recht staat op EF. Dus zie je EF als één punt.
ZAEB isggrote
Elk b en vlakdeel gezet. Als de zwaaihaak op deze wijze wordt
neergez an de beide benen van de zwaaihaak loodrecht op de snijlijn van de
beide vlakdel®® De hoek die ze benen van de zwaaihaak dan maken is de hoek
tussen de beide vlakken.
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

bladzijde 23

35a De snijlijn van TBC met het grondvlak is BC. Het vlak TBC staat loodrecht op TCD
en dus is TCD een standvlak. Dan is ZTCD een standhoek.
Er geldt dat tan ZTCD = % = % = ZTCD =tan™'(+) = 21,8°, dus de hoek
tussen de vlakken TBC en het grondvlak is ongeveer 21,8°.
b  De snijlijn van ACT met het grondvlak is AC. Trek vanuit D een lijn loodrecht

en noem het snijpunt van deze lijn met AC punt S.

Het vlak DST staat loodrecht op AC en dus is DST € n .Danis ZDST een
standhoek.
In driehoek ACD geldt AD-DC = DS-AC en oOWy 10° +8% =164 .
80
Dus 8~10:DS~\/@:>DS:mz6,25
tansDST=2L -4 — /psT-~32,68
DS 6,25

Dus de hoek tussen de vlakken ACT en ondvldk is ongeveer 32,6°.
¢ Desnijjlijn van BDT en ADT is lijn DT. Het v BCD staat loodrecht op DT en
dus is ABCD een standvlak. Dan is /4 oQ standhoek.

Er geldt dat tan ZADB = AB _10
AD 8
d Elk vlak dat door de lijn TD et aiere woorden: elk vlak waar de lijn TD

BCD.

tan™' 0 =~ 51,3°.

geheel in ligt) staat loodrec

36a  Alle ribben van de pirami lang, dus ABT is een gelijkzijdige driehoek.
deze driehoek en dus staat AS loodrecht op BT.

Met een analoge redener1 ind je dat CS loodrecht staat op BT.

CS en AS snijden el iggen beide in vlak ASC, dus BT staat loodrecht op ASC.
De vlakken ABT e

Het vlak ASC is

Dan is AS een hoogtelij

ak en ZASC is de standhoek. Om ZASC met de

cosinusregel m¢ st de lengtes van AC, AS en CS berekenen.
AC = 128 ; AS=CS=vAB* - BS” =+/8" -4> = /48 .
Cosinusreg =AS*+CS*-2-AS-CS -cos LASC

S —AC® _48+48-128 _

2-AS-CS 2./48 /48

d Lijn BT staat drecht op vlak ACS en vlak BDT gaat door lijn BT, dus vlak BDT
staat loodrecht op vlak ACS.

90° waMQAC staat loodrecht op het vlak BDT dus kruist of snijdt AC elke lijn in dat

@y echt.
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37a

Hoofdstuk 1 - Ho:en

0

Het bovenvlak is 45° gedraaid ten opzichte van het grondvlak.

Het bovenvlak en het grondvlak zijn vierkanten met zijden van 14 cm. Het vierkant
van het bovenvlak is 45° gedraaid ten opzichte van het grondvlak. Je krijgt dan als
bovenaanzicht (waarbij elk hokje 2x2 cm is):

7
, AN
4 N
‘ N
T S
i N
4 N
‘ N
‘ \
’
’
.
’
N ,
N .
N /
N ,
N ’

De gelijkzijdige driechoeken hebben zijden van 14 cm. ]:.e n heeft dan

lengte \14° -7 =147 =12,1 cm.
Twee tegenoverliggende hoekpunten in het bovenvlak zijnWe 4> + 14> =142 ~19,8
cm van elkaar verwijderd. De onderzijde van de

zijden van de doorsnede zijn de bij opdracht c bereken
B Kk

taategn je de hoogte berekenen. De
m breed, de onderkant 14 cm. Dan geldt

BC = BF? = 147—(7J2-7) =118 cm.

voor de berekening van de hoek. De lijn door

W cen snijlijn van een zijvlak met het grondvlak.
oogtelijn is staat loodrecht op deze lijn, dus het
standvlak ZADC is een standhoek. In AADE is
L 8°. Dus is de gezochte scherpe hoek 76,2°.

mogelijke doorsnede:
A E

|

S —

Met de doorsnede die hierb
bovenkant van de doorsned
AE=BF=7J2-7=29
Dus de hoogte DE =CF,
Gebruiken weer de doors

Het zijvlak waarvan
zijvlak waarin A i
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39a

40a

Hoofdstuk 1 - Hoeken

1.7 Gemengde opdrachten

bladzijde 24

135°

1.5

R

PQ’+QR’-PR* _
2-PQ-OR
En dus ZPRQ =180°— ZQPR - ZPOR

Dus cos ZPOR =

figuur vormt de vloeistofspi
tanx=2 = x=tan"' 2=
Omdat de vloeistofspiegglevenwijdig loopt met het oppervlak, is x gelijk aan de

draaihoek (Z-hoeken).

Bekijk de hoek tuss?
ribben maken zij
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Hoofdstuk 1 - Ho:en

Hierbij is P het punt recht onder K, dus P ligt in het midden van AB. Dan geldt in
APAK:

tan /BAK =KL _ 4% /paK ~531°
AK 3
b Deze hoeken zijn gelijk aan de hoeken
die KL, KM en LM maken met DE, EF en DF.
Omdat K, L en M de middens zijn geldt:
KM /I EF,KL /| AFen ML /| AE.

De hoeken die de ribben van het bovenvlak

maken met de ribben van het ondervlak zijn of 0° of 60°.

¢ Het ondervlak en bovenvlak lopen evenwijdig, E
dus de hoek die vlak CL M maakt met het bovenvlak is
gelijk aan de hoek die CLM maakt met het ondervlak (in feite Z-hoe i ).
De snijlijn van CLM met het bovenvlak is LM. Vlak BCEF staa cht op LM,
dus dit is het standvlak. De standhoek is dan ZCLF .
tanZCLF =£L 23 & /CLF =tan3=53,1°.

CF 4

Dus het bovenvlak en CLF snijden elkaar onder 53,10. t gronidvlak en CLF
snijden elkaar onder 53,1°. ﬁ\

d KL loopt evenwijdig met DM, dus de hoek waaronder K CM elkaar kruisen is
gelijk aan de hoek waaronder DM en CM elkaar N isMs LCMF
ZCMF = ZCLF = 53,1° ,dus KL en DM snijden elkaa er 53,1°.

e Delijnen AM en BL liggen beiden in vlak en zijn niet evenwijdig, dus ze
snijden elkaar. Noem de hoek waaronder 1 snijden o, het snijpunt noem je Q.
Om o vinden berekenen je eerst LAB £ omdat geldt:
o=180° —ZABL - ZBAM .
Om ZABL te vinden kijk je naar AAB, je alle zijden van deze driehoek
en gebruik de cosinusregel. AB=6 ¢ W is BL=+/3"+4"=5.
AL ligt in de rechthoekige driechoek A s is
AL=VAD? + DI’ =4 +5°

Cosinusregel: AL’ = AB* + BL -BL-cos ZABL
1

=L o sABL=cos'1=~705°.
3 3

Uit de symmetrie volgt da n gelijkbenige driehoek is dus
ZBAM = ZABL = 70,5%58Dus o =180°—- ZABL — ZBAM =180°-2-70,5°=39°.

bladzijde 25

41a Het aantal met ind je door het aantal stukken buis te tellen: 28 stukken dus

28 meter.
Ja,0Gen evenwijdig.
PFis AE ETen SH.
d ZPFQ?= Q =90° want de driechoeken PBQ en PFQ zijn congruent.

De hoek tusse®PF en FG is gelijk aan de hoek tussen BF en FG. Deze lijnen snijden
elkaar in ZBFG . Elke driehoek bestaande uit drie stukken buis heeft drie gelijke
zJus een gelijkzijdige driehoek en heeft dan hoeken van 60°.

BFG = ZBFQ+ ZQFG =2-60°=120° en dusis ZPFG =120°.
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

e Eerst de hoek die de lijn PT met het grondvlak maakt. Deze lijn ligt
in de gelijkbenige APTR en daarvan is zijJde PR=2 en de zijden
RT =PT =VAT> - AP> =2’ -1* =3.

af 1
Dan geldt Z/TPR=cos'| —= | = 54,74°.
i (ﬁ j

A\
0
$

Dan de hoek die de lijn BT met het grondvlak maakt. Deze lijn ligt in de geluk@
ABTD.

In AABD is BD=+BA* + AD* =2° +2° =242 enis BT =DT =2.
Danis ABTD is een gelijkbenige rechthoekige driehoek en dus is ZDBT =
Het kind dat vanaf P recht omhoog klimt gaat dus over een lijn die
54,7°—45°=9,7° steiler is.

42a ABCM is een rechthoekige drichoek met zijde CM = 1-20 =10 . Hier

BC =sin£x-CM =10-sin £x en BM =cos£x-CM = 10 cos Zx achlne op
radialen.)

Dus BC=10-sin(tn)=5 en BM =10-cos(+®) ~ 8,66 .

De omtrek is (AD+ BC)+(BM+ MA+CD)=2- BC+4 . 4 00 =44.64 .

P(x)=2-BC+4-MB =20sinx+40cosx .
¢ Als 0<x<Im danheeft P(x) betekenis. Als x nam

is cos(x) <0 . Dit zou betekenen dat de boven- en onderka

negatieve lengte hebben en dat kan niet.
d 50

= 45
=
40
35 &
25
20
15
10
5

'ets erisdan {m dan

van de rechthoek een

0 0,2

e Als de omtrek maximaal i fgeleide geh]k aan nul.
P’(x)=20cos x —40sin sinx _ =20_1 x=tan™' () = 0,464 .
cosx 40 2

Voor x = 0,46 is P(on al P(0,464) =20sin 0,464 +40- cos 0,464 ~ 44,72 .
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T-1a

T-2a

T-3a

Hoofdstuk 1 - Ho:en
AABC ~ADEC.Omdat BE=12=FEC=BC-BE=18-12=6

Dan geldt de verhoudingstabel: k
AABC | BC=18] AB| AC

ADEC | EC=6]| DE| DC

Hieruit volgt: g—g:% 3 = DC=1-AC=4 endus

AD=AC-DC=12-4=8.

AAFB ~ AEFD. Met behulp van de verhoudingstabel van

opdracht a bereken je eerst DE: c

Test jezelf

bladzijde 28

AB _18 _5 _, DE=1.AB=5.
DE 6

Noem AF =x,danis EF =99 — x en geldt de verhoud
AAFB |  AB=15]| AF = x|

AEFD | ED = 5|EF V99 — x
De verhouding tussen beide drlehoeken is 2=

AF X
"9 —x
x=3-(J99 - x)——3x+3\/_
Dus is 4x=3-/99 enis x——\/_ 7,46 . c

Dus moet gelden:

Cosinusregel: AC> = AB>+ BC” — -CO 73,

cos LABC = AB”+BC” -~ AC” 242 8 0,970 = LABC ~14,0°,
2-AB-BC y

De piloot vloog op CA met een hoek @ ichte

van het noorden. Bij punt A aangekomcuyggd hij met

hoek & van het noorden af drgai hoek van 73°

ten opzichte van het noorden tcNggeen. Dus y=73° —3.

Dan moet 6=180° — ZCA

Cosinusregel: BC* = AB” + B-AC-cos ZCAB . c
AB’>+ AC? o
2-AB-

= ZCAB =160,3°
Dus 6 =180°- ZCA
y=73°—8~73°—

cos ZCAB =

ens van de zijden vormen APQOR.
Alle bui an driechoek POR hebben lengte 1.

PQ ligt even
PQ elkaar kruisen is gelijk aan de hoek waaronder AB en AC
aijden. AB en AC snijden elkaar in ZBAC . AABCis
ijlkijdige driehoek, dus ZBAC =60°

ig aan AC, dus de hoek waaronder AB en
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

d PQ en AP snijden elkaar in ZAPQ en liggen beiden
in vlak ACQP, dus teken je dit vlakdeel.
Trek vanuit P en Q loodlijnen.
Dit geeft de punten K en L op AC.
PQ ligt in het midden boven AC,dus AK =LC=1(2-1)=

1
Danis cos/KAP=AL _2 -1 — /KAP = cos™

AK 2 ¢

Door de symmetrie van de figuur geldt ook
ZLCQ=ZLACQ ="75,5°.
Vanwege de symmetrie van ACQP geldt ook: LAPQ =/ZCQP .
Bovendien zijn de hoeken van een vierhoek samen 360°.
Hieruit volgt 360°= ZAPQ+ £LCQP +2-75,5°,dus
ZAPQ =1(360°-2-75,5°)=104,5°.
PQ en AP snijden elkaar onder 75,5°.

e Noem het punt waar AP en CQ elkaar snijden punt M, dan snij
ZAMC .
AP en CQ liggen beiden in het vlak ACQP.
Bij opdracht d van deze opgave heb je gevonden dat l‘ — M =75,5° en
ZACQ = ZACM =175,5°. Dus ZAMC =180°— £C. X= 29°

1
5

T-4a Als een ribbe loodrecht op een vlak staat, dan m
loodrecht op de ribbe staan. BT ligt in vlak ABT, maar

o

niet loodrecht op BC.
Immers: de hoek tussen beiden is ZCBT =
driehoek.
Dus er is een lijn in het vlak ABT die ni
ABT niet loodrecht op BC.

b  Als BT loodrecht staat op het vlak AC
gelijkzijdige driehoek is moet S het mi van BT.

¢ BT staat loodrecht op het vlak ACS. Du nen in het vlak ACS snijden of kruisen
BT loodrecht. AC ligt in het vigk uist BT dus onder een hoek van 90°.

want ABCT is een gelijkzijdige

dre p BC staat en dus staat vlak

ZASC =90°.Omdat AABT een

bladzijde 29

T-5a Laat Q het snijpunt van ylk V met CD zijn.
H G

......................
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T-6a

Hoofdstuk 1 - Hodken

De loodrechte projectie van de lijn DH op V is de lijn door QG. De hoek tussen
DH en vlak V is daarom gelijk aan de hoek tussen de lijnen DH en QG.Omdat DH
evenwijdig loopt aan CG is deze hoek ook gelijk aan de hoek tussen CG en QG.

tanLQGC:%:%:l — /OGC =tan™'1=45°.
Dus de hoek tussen DH en vlak V is 45°.

De loodrechte projectie van de lijn HC op V' is
eveneens de lijn QG. De hoek tussen HC en vlak V'is
daarom gelijk aan de hoek tussen de lijnen HC en OG.
Noem het snijpunt van HC en QG punt S,

dan moet je ZCSG berekenen.

HC en QG liggen beiden in vlak CDHG.

Uit opdracht a is bekend dat ZQGC =45°.

Gebruik dat ACGH een rechthoekige driehoek is,

danis tan Z/GCH = GH _4
CG 3

= ZGCH =tan™' £ =53,1°,

Dus Z£CSG =180°-£0GC - £LGCH =180°- £8GC -«
Dus de lijn HC en het vlak V snijden elkaar onder 81,9 \

HB is de projectie van HF op EBCH.
H G
E F

tan /BHF = BE -3
HF 5

De vlakken ADT en AD
Een vlak waarin je de h

tussen ADT en ADH op BY /

ware grootte kunt zien m odrecht staan op AD. , /

is ZHDS

3

tan ZHDS = 3 = ZHDS =26,6°.

Beide v n snijden elkaar onder 26,6°.

N7
\
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Hoofdstuk 1 - Hoeken

¢ Devlakken ABT en DCT snijden elkaar in een lijn die

evenwijdig loopt aan EF en door T gaat.
Een vlak waarin je de hoek tussen ABT en DCT op ware
grootte kunt zien moet loodrecht staan op deze lijn. k

Een vlak dat hieraan voldoet is BCGF.

In het vlakdeel BCGF zijn de projecties van ABT (lijn BQ)
en DCT (lijn CQ) te zien, waarbij Q het midden van FG is. @
tan ZBQOF = % = g = ZBQF =tan'(£)=63,4°.
Door de symmetrie van het vierkant geldt ook ZCQOG = tan™' () = 63,49
Dusis ZBQOC =180°—- ZCQG — £LBQF =53,2°.
Beide vlakken snijden elkaar dus onder 53,2°. @
T-7a  Kies een snijlijn tussen twee vlakken en kies vervolgens een vlak t op deze lijn.

even groot. Verdelen in driehoeken geef iclgken met totaal 180° x 6 =1080°

en dus is elke stompe hoek % =135°.

Nu zijn echter niet alle zijden e
Er zijn twee zijden van 12 cnly

twee zijden van V127 +12° en
vier zijden van v12° -6° 3

Met behulp van opdrachil bereken je de hoogte van de lantaarn. A
Alle zijden in de tekening 2 cm en alle schuine zijden

D E
staan onder een hoe °. [/
De hoogte van een ide is 12-sin(45°) = 6+/2 .
De hoogte van d ordt daarmee 12+2-6+/2 =12+124/2 . e
In de tekening 2 enis AD=+/108 .
Danis si 02 ApE-s547. B

AD 108

oek tussen een driehoekig en een vierkant vlakdeel
0+ 54,7°=144,7°.
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Hoofdstuk 1 - Hodken

T-8a Teken een aanzicht van de beide vlakken in de richting van de snijlijn. Dan krijg

je de volgende figuur waarbij de vette lijnen de vlakken zijn en de dunne lijnen de
loodlijnen. De letters zijn alleen om onderstaande uitleg te verduidelijken. Merk op
dat B het snijpunt van de projecties van de loodlijnen is en D de projectie van de
snijlijn van de vlakken.

e AQJ
<

ZBAC =4ZDAE en LACB=/ZAED = De derde ho kw is gelijk aan
de derde hoek van AAED ,dus ZABC = ZADE .

'm hoek waaronder

en W evenwijdig.

Dus de hoek waaronder de vlakken elkaar snijden is

de loodlijnen elkaar snijden.

Als een lijn twee vlakken V en W loodrecht snij
¢ Nee,dit klopt niet. Als de twee lijnen in het vlak even zijn dan ligt een

loodrecht snijdende lijn ook in dat vlak. &
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