Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus \Q

8.1 Afgeleiden

bladzijde 152 @

1a Uit de formule voor de omtrek van een cirkel (omtrek = 27 ) volgt dat een

volledige cirkel (360°) overeenkomt met 2 radialen. Een halve cirkel (180°)
dus overeen met © radialen.

b  Graden | 180 | 1] 72| 320

Radialen | n| =T |17?207c=§n Dp=L7 :
) @
m
&
De grafiek van g ontstaat uit die van f door een V@ging ten opzichte
van de x-as met factor 3. De grafiek van 4 ontstaat uit n f door een
vermenigvuldiging ten opzichte van de y-asffiegfactor 1 .
b

/2 9 /3

-1
De grafiek van m ontstaat uit@r een verschuiving 2 omhoog. De grafiek
van n ontstaat uit die van kK (Siacen chuiving 2 naar links.

3a De grafiek van fontstaat ug Qggraffk van y =sinx door een vermenigvuldiging
ten opzichte van de x-as gt factor 2 en een verschuiving 1 omhoog. De grafiek heeft

amplitude 2, evenwichtsst =1 en periode 2m.

M de grafiek van y =cosx door een vermenigvuldiging

factor 2 en een vermenigvuldiging ten opzichte van de

y-as met factor e grafiek heeft amplitude 2, evenwichtsstand y =0 en

2“:6

periode

3
¢ De grafiek van tstaat uit de grafiek van y =sinx door een vermenigvuldiging

_10
0,3t 3n’

ten opzi van de y-as met factor De grafiek heeft amplitude 1,

evenwichtsstand y =0 en periode Ozg =6%.
» T ’
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met :us
De grafiek van k ontstaat uit de grafiek van y = cosx door een vermenigvuldiging

ten opzichte van de x-as met factor 3, een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as
met factor 1 en een verschuiving 5 omhoog. De grafiek heeft amplitude 3,

2n
evenwichtsstand y =35 en periode ;—n =1. k
m

De grafiek van / ontstaat uit de grafiek van y =cosx door een vermenigvuldig e
ten opzichte van de x-as met factor 5, een vermenigvuldiging ten opzichte van R4~

met factor % en een verschuiving m naar rechts. De grafiek heeft amplitude:
evenwichtsstand y =0 en periode 2% =2.

De grafiek van m ontstaat uit de grafiek van y =sinx door een Veru@ging
ten opzichte van de y-as met factor 0,1—4 =21 eneen verschuivinggna s. De
grafiek heeft amplitude 1, evenwichtsstand y =0 en periode @

bladzijde 153 ¢ \

Hellingfunctie f(x+0.001)= f(x) _ sin(x + 0.001) — st
0.001 0.

s

y

N &

=
f'(x)=cosx

Hellingfunctie =

h(x+0.00 (X gos(x +0.001) — cos x
Q 0.001

f'(x)=-5sin
t)=2cos2x

+ COS X + sin x

P - sin x - coS x = 6 sin x cOS x
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus

k’(x)=—%sin(2nx) - 21 = —wsin 2mx

u’'(x) =-3cos(mx) - T = —3mcos mx
W' (x)=3-sin(5x)+3x-cos(5x)-5=3sin5x+15x cos Sx
r'(x)=2-costx+2x-—sin({x)-1=2coslx—xsinlx
q’(x)=-3-cosd4x—3x-—sin(4x) -4 =-3cosdx+12xsin4x

p’(x) =2xsinx + (x> +3)-cos x

y=ax+b met a= f’'(2n) waarbij f'(x)=2cosx endus a=2cos2n=2.Igyu

geeft y=2x+b ensamen met de coordinaten (2n,0) levert dit 0 =2-2n + 2gn dus
b=-4rn.

De vergelijking van de lijn ris y=2x—4m.

f’(x)=1 oplossen geeft 2cosx =1, waaruit volgt cosx =1 en dus 0
x=13m.

Het gaat dus om de raaklijnen in de punten ({7, J3)en (13m

Raaklijn 1: y=ax+b met a=1.Invullen geeft y=x+b ensa

coordinaten ({7, J3) levert dit /3 = im+b endus =347 oor
raaklijn 1 geldt dus y=x+0,68.
Raaklijn 2: y=ax+b met a=1.Invullen geeft y=x ﬁ% amecn met de

coordinaten (137, —J/3) levert dit —/3 = 12n+b € b3 -13n=-6,97.
Voor raaklijn 1 geldt dus y=x-6,97.

De helling van de lijn y =3x in het punt (0, 0) is 3. De aakt de grafiek van f
in het punt (0, 0), dus moet gelden f’(0) =
f(0)=abcos(b-0)=ab endus ab=3.
Als f =5 moetgelden a=5 en b=1

8.2 Product en quotient O

bladzijde 154

x)=a-cos(bx)-b=abcosbx en dus

S
Il
|

ww

s NU tenminste één van beide factoren nul is.
p of als cosx =0.Dus de nulpunten van f

Een product van twee factor?

Dus f(x)=sinx-cosx=0 a
owel sinx en cosx.

vallen samen met de nulpyg(8

De periode van de grafig/#ivan f1s & .

De toppen van de grafiek een sinus- of cosinusfunctie liggen op de lijnen y =1
) fliggen op de lijnen y=1 en y=—1.

Warde heeft, is de cosinus nul en andersom. De maxima

@

van f(x)=sin llen dus tussen de maxima van de sinus- en cosinusfunctie
liggen

Om de waa de extremen te berekenen: f’(x) =0 oplossen.

f(x) in x sin x = cos” x —sin” x

Hieruit volgt Iin,x=13n,x=2inen x=23m.
Invullen geeft de extremen f(1im)=1, f(13in)=-1, f2in)=1 en f23im)=-1
NN bx = 1sin2x

® wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2 © Noordhoff Uitgevers bv



10a

11a

12a

Hoofdstuk 8 - Combinaties met s@gus

h(x) = f(x) -g(x)=sin(x+0,5) cosx

h(x) =0 oplossen geeft sin(x+0,5)-cos(x)=0 en dus sin(x+0,5)=0 of cosx=0.
Hieruit volgt x+0,5=0, n, 2r, 3w, enz.of x=17?,11?,21?,31? enz.en dus
x=-0,5 n-0,5 2n-0,5 3n-0,5 enz.of x=1m, 1im, 21n, 3in enz.

De x-codrdinaten van de toppen bevinden zich precies tussen de x-coordinaten va
de nulpunten en zijn dus x = 0,535, x=2,106, x = 3,677, x = 5,248 enz.

fen g hebben beide een maximum van 1. Dit betekent dat het maximum van
h=f-g 1kan zijn, mits fen g voor dezelfde x-waarden maximaal zijn. Dit ig n1

geval dus het maximum van /4 is kleiner dan 1.
De periode van his m .

h(x)=d+asinb(x—c)=0,24+1sin2(x+1)
Het gevonden functievoorschrift past inderdaad bij A(x) = f(x)- g(x@

Van fen g is de periode 7, van h en m is de periode 7.
De grafiek van m is ontstaan uit die van 4 door een verschuivin§

befs
G .
’ .
.
. [y
.
. .
.
-

-1/2

f-g en h-m zijn sinusoiden, f-h, f- m&zijn dat niet.

f-g en h-m hebben beide amplitude

bladzijde 155 Q

n quotiéntfunctie. Voor een quotiént geldt dat je niet kunt delen
van f heeft verticale asymptoten, omdat de noemer van f voor

De functie
door
verschi x-waarden gelijk aan nul is.
De periode vaW¥f'is .

cosx =0 oplossen levert verschillende verticale asymptoten, namelijk

i 1
ST, 25T enz.
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus

BC Q
sino. _ AC _ BC _AC _ BC

= = = =tano
coso. AB  AC AB AB

AC
Met de rekenmachine: Y1 =tan(x) en Y2 =2.De optie Calc — Intersect levert k

x==8,32.

x=-8,32 en x=-5,18.
f(x) <2 op deintervallen <—3n,—8,32> , <—2%n,—5,18> en <—1%n,—n> . @

£ = (cosx)? +(sjin x)’ _ (cos x)i (sin x)z _ ﬂ ’ ~ 1+ (tanx)’
(cosx)” (cosx) (cosx)

f(x)=tanx=0 als sinx=0 endusals x=0, n, 2x, 31 enz.
f'(0)=1+(tan0)’ =1, f(r)=1, f'(2r)=1 enz. @

COS X

f daalt nergens als overal geldt f'(x)>0.
f(x)=1+(tanx)*, f(x) is een positief getal plus een kwadraa wadraat is altijd
positief, dus het geheel blijft positief. Conclusie: de grafiek van

8.3 Kwadraten

bladzijde 156
y
1
f
0,5
-11/2 0 /2 m 3n/2
-0,5

f(x)=d+asinb(x—c)=1+
g(x)=d+acosb(x—c)=1

§'(x)=2sinx-cosx+2cofr-—sinx=2sinxcosx—2sinxcosx=0
De helling van de grafiek is overal 0, dit betekent dat de grafiek van s een

®

horizontale lijn is, d constante functie.

Hoeken van 0° tot

D° komen in radialen overeen met [0, 1 w].

De functie s heeftde MS@Ctallenlijn als domein en dus ook het interval [ 1 &, 2r].
Conclusie: ook R ken groter dan 90° geldt sin® x+cos” x =1.

g(x) cos” x)=4-1=4,dus de grafiek van g valt samen met de lijn y=4
Stel 3 *3x+cos’3x=sin"t+cos’t =1 endusis A(x)=1 en valt de

valt samen met de lijn y=1.
De grafiek vai®valt niet samen met een lijn, want sin3x en cos4x hebben een
verschillend argument.

R(sin” 27x + cos” 2mx) = 3-1 = 3, dus de grafiek van k valt samen met de lijn y=3.

cos x)(1—cosx)=1-cosx+cosx—cos’ x=1-cos’ x=sin’ x = n(x)

® wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2 © Noordhoff Uitgevers bv



Hoofdstuk 8 - Combinaties met s@gus

bladzijde 157
18a De grafiek van v heeft amplitude 1, periode © en evenwichtsstand y=0.
b v(x)=acosbx=—cos2x k
c

V(x)=——sin(2x)-2=2sin2x
d De grafiek van V' is een sinusoide met amplitude 2,dus v/ =2 dat wil zeggeng
maximale waarde van de helling van de grafiek van v is 2.

19a  f(x)=2cosx-cosx
b  fis het product van twee sinusoiden met dezelfde periode en evenwicht 0

en dus zelf ook weer een sinusoide.

¢ f(x)=d+acosbx=1+cos2x
d f(x)=d+asinb(x—c)=1+sin2(x—-2m)
e s(x)=f(x)+g(x)=2cos’ x+3sin” x = cos” x +sin’ x + cos’ x + S

in” x=2+sin’ x
* Q
-1/2 0 /2 m 3n/2 2n
1

20a

De functie fis een quotiént en je kunt ni door nul.

De grafiek van fheeft daarom verticale tot mdat de noemer van f voor

verschillende x-waarden gelijk aan nul is
b  De grafiek van f heeft periode .

2

= (tanx)’ =ta

c f= =

cos’ x

sin® x sin x
CcoS X

d f,(x)_coszx-Zsinx-cosx— ' 2C —sinx _ 2sinxcos’ x +2cosxsin’ x

cos* x
_ 2sinxcos’ x N 2 cos xsin® x
cos* x cos* x

sin® x
cos’ x

=2tanx +2tan’ x

21a Hoe groter a, hoe ‘smalleiffde grafiek. Dus bij a =2 hoort de bovenste grafiek, bij
a =4 die daaronder, bij a die daaronder en bij a =8 de onderste grafiek.

Het bereik val®f voor even waarden van a is het interval [0, 1].
d  Het bereik van fvoor oneven waarden van a is het interval [-1, 1].
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus

8.4 Sinusoiden optellen

bladzijde 158 @

De periode van r is 2n _ 0,4 en de periode van b is ook ?_n =0,4,dus de periode
T

5
van B(t) =b(t)+r(t) s ook 0,4.
B(t)=asinb(t—c)=6sin5 (¢+0,0656)
B’(t) = 6cos5m(x +0,0656) - 51t = 30w cos Sn(x + 0,0656)

De grafiek van B’ heeft amplitude 30r, dus de maximale snelheid van de

samengestelde beweging is 30w cm/s.

De twee sinussen waaruit 4 samengesteld hebben beide periode 22_1: usjy heeft
. im

ook periode 3. 3

Voor a =-3 heeft de grafiek van 4 amp

Voor a =1 heeft de grafiek van e 21,
Als a>-2 is dan is de amplitu +2.
Als a <-2 danis de amplit a+ —-a-2.

bladzijde 159

S

X
5m/2

Nin O(x —c) = 3,68sin L m(x—0,46)
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met : Us

25 y

Q
N <
AN

De grafiek van de functie s is wel periodiek maar geen sinusoide.
26a De grafiek van fis een sinusoide omdat de grafiek zich gedraagt als @

grafiek heeft een periode, een amplitude en een evenwichtsstan de som van
twee sinusoiden met dezelfde periode.
b y
6

f
‘//é

f(x)=acos(x—c)=5cos(x—0,93)
a=\3+4 =J9+16=V25=5en c5

d g(x)=5sinx+12cosx=acos(x—c) =169 =13 en tanc=-3 en
dus ¢ =tan"' 3 = 0,39.Samen geeft dit 3 3cos(x—0,39)

12

27a  B(t)=3sin5nt + Ssin Sn(r +0,1 in 5t + Ssin(Snt + 0,51) = 3sin Swt + 5 cos St
want er geldt sin(f +0,57) =8
b B()= acos(bt —c) met a=

Dus c=tan"' 2=0,54 . .
8.5 Zweving O
bladzijde 160

28a De stand rdto@‘t frequentie 440 Hz, dat wil zeggen per seconde zijn er

en dit levert de functie f,(¢)=sinbt met

5,83, b=5m en tanc=2
lit B(t)=5,83cos(5mt—0,54).

ij hoort is

440
ndus f (¢)=sin880nt . De eerste boventoon van de a
heeft frequentie 880Hz. De periode die hierbij hoort is ¢ en dit levert de functie

i1 17607 . Het samenklinken van de a en de eerste boventoon levert dus de
)=f,(t)+ f,(t) =sin880 ¢+ sin1760m .

125
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus

¢ De periode van de eerste sinus is

-5 en de periode van de tweede si
De ‘gemeenschappelijke’ periode is

e 1
) 3880
1
440
29a y
T pe " . ~ .
i AN F o ; '

een nieuwe golf. De
‘gemeenschappelijke’ periode van fen g

b De periode van i is 2m.
¢ fheeft periode m en g heeft periode % is de gemeenschappelijke periode 27 .
bladzijde 161
30

De periode van f: p= 2r _

b
Dus de periode van 4 is 24.

eriode van g: p:]z—n: 8.
ZTC

31a

De periode

1
4 i
Dus 10de van 4 is 24.

126
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De periode van f is 2m en de periode van g is 2n 2
i

21 en 2 hebben geen gemeens

geen ‘gemeenschappelijke’ p ce
periodiek.

De toon met frequentic QW Hz heelt periode 7; en dit levert de functie

f,(t)=sinbt met b= 2"

endus f (¢)=sin160n . De andere toon
heeft een frequentid
functie f, () =si
f0) =10+,
Het kleingie gey

iz. De periode die hierbij hoort is % en dit levert de

Pt samenklinken van beide tonen levert dus de functie
207t +sin 1107z .

g lvoud van & en = is 1 ,dus de periode van de zweving is % .
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus

8.6 Gemengde opdrachten

AN
Q
Q')k

34a Grafiek 1 hoort bij ¢=0,2.

b  Als de waarde van c¢ dichter bij 0 komt, wordt de amplitude van de grafiek van s
De grafiek nadert de grafiek van k(x)=2sin2mx .

¢ Voor ¢=0,5+k met k een geheel getal is de grafiek van s geen sinusoide.
dan s(x)=0 omdat dan f(x)=-g(x) voor elke x.
Dat is het geval als 2nc=n+k -2n (k geheel getal) en dus als ¢ =0,5+

e s(x)=asinb(x—c)=1,62sin2n(x-0,1)
De toppen van f moeten dan samenvallen met die van g , dus voor

c=0,%1,£2, ...
35a De somgrafiek van deze twee functies is wel periodiek maar ged @

f en f, niet dezelfde periode hebben.
De periode van de somgrafiek is 2w . P

b
c y \
1
: ! Q
m

g, omdat

e s(x)=sinx+1sin3x+Lsin
Je krijgt dan een benadering
klein is.

Beter wordt het met y = M(sin x + 5 sin 3x + L sin 5x + 1 sin 7x +{sin 9x +........ ).
De hiervoor benodigde wi de komt op het HBO of WO onder de naam
Fourieranalyse aan

bladzijde 163

COS X

2+/sin x
+J3
(m)=2—F =16 .Invullen van (1r, 1+/2)in y=1xJ6 +b

36a > endus f’(x)=1(sin x)% -COSX =

geeft 12 =1.1n./6+b endus b=1J2-Ln-6.
D Nt geldt als vergelijking y:Xx\/ng%\/z—in-\/g.

128 ! ® wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2 © Noordhoff Uitgevers bv



37a

T-1a

T-2a

Hoofdstuk 8 - Combinaties met s@gus

Het domein van f is het interval [0, n] . De afgeleide van f bestaat niet als
sinx =0,dit is het geval voor x=0 en x=m.
De grafiek van f heeft voor deze waarden van x > een randpunt met een verticale

raaklijn. k
Op de grond geldt y=0.Dus —5¢° +50ssinin =0, dit geeft #(—57+50sinin) =
waaruit volgt =0 of —5¢+50sin1n =0.Deze laatste vergelijking levert
—50sin L
-5t =-50sin{m endus ¢ = $ = 10-%\/5 = 54/3 seconden.
Deze waarde voor ¢ invullen levert x = 50-5/3 cosim= 2504/3 - =125

Conclusie: na 5+/3 seconden heeft het voorwerp 125+/3 meter in horj le
richting afgelegd.
0,
1

Op de grond geldt y=0.Dus -5t +50¢sino = 0, dit geeft #(—-5¢+5
waaruit volgt t =0 of —5¢+50sino = 0 . Deze laatste vergelijki

—5t=-50sinc. endus ¢ = w =10sin o . Conclusie: de tjj

het wegschieten van het voorwerp en het weerkomen ist 1 conden.
s=x=50-10sino - cos o = 500 sin oL cos o
s’(at) =0 oplossen

s” =500 cos o - cos o + 500 sin o, - — sin & = 500 cos” o — 500 s = 500(cos” o — sin” o)
500(cos” a.—sin* o) = 0 geeft cos” ot —sin” ot =0 =sin’ o .
Hieruit volgt coso=sina of coso =—sina , waaruit v =+m. (Immers

0<a<im)

Dit geeft s =50-10sin($ ) - cos(4m) @5 =250 meter.
Test jezelf
bladzijde 166

De grafiek van R heeft amplit eriode 27 en evenwichtsstand y=1.
R'(t)=—-4sin3t-3=-12sin

De grafiek van R’ heeft am n evenwichtsstand y = 0, hieruit volgt
R =12.

p is een product van twe soiden met dezelfde periode en evenwichtsstand

A een sinusoide.
)=0

y=0 enisdus zelf q
p(x)=0 als f(x)=

sin2x =0 als 2x 0. T 2T, ...... Hieruit volgt x =0, +1im, +m, ...
in=0, +m, +2r, ... Hieruit volgt
..... endus x=...,— 1w, im, 27, ...

n p.De x-codrdinaten van de toppen van p zijn
nt, 7, 17, ... De y-codrdinaten van de toppen zijn om en om y =2

® wiskunde 9e editie uitwerkingen havo D deel 2 © Noordhoff Uitgevers bv
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Hoofdstuk 8 - Combinaties met sinus

T-3a

De grafiek van s gaat door de toppen van de grafieken van fen g omdat als top
heeft, heeft g een nulpunt en omgekeerd.

b h(x)= f(x)+g(x),hierbij heeft f(x) alleen y
positieve waarden, terwijl de waarden g(x)

zowel positief als negatief zijn. de

Samen levert dit voor A(x) een aantal negatieve waarden.

0&1
g
¢ Omdat —-1<sinx<1en -1<cosx<1 1y

nadert /(x)=(sinx)" + (cosx)’ naar 0 voor

h

die waarden van x waarvoor sinx # +1 en ¢¥sx# +1. 0,

‘K |
(o] /2 m 3n/2 2n
-0,5

bladzijde 167

T-4a De periode van f is 2n en

ook een sinusoide.
b  De somgrafiek heeft dezelfd @
periode van s is 7.

¢  s(x)=asinb(x—c)= 6,1@+ 0,19)
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T :

De periode van f is 12_7c =4 en de periode van g is 12— =10.
5T < T

2 5
Deze periodes zijn niet gelijk, dus de grafiek van s is geen sinusoide.
Het kleinste gemene veelvoud van 4 en 10 is 20, dus de periode van s is 20. k

Lsin2x  §in2x

f is ongelijk aan g, want g(x) =" = = tan 2x # - tan 2x = f(x).
J5cos2x  cos2x @
sin 2x sin 2x
f(x)=+tan2x =L =

cos2x 10cos2x

De grafiek van f heeft asymptoten als de noemer van f(x) gelijk aan nul is.
10cos2x=0 als cos2x=0 endusals 2x=+{m +1im, +21m, ...

Dit geeft x=*+4m, +2n, £1im, ... .

Ltan2x =1 geeft tan2x =10 en dus 2x = tan"' (10) = 1,47 . Dit gee
De periode van f is 17, dus op het interval [0, nt] levert de verggliikt

oplossingen:
x=0,74 en x=0,74+Jn=231.

Ltan2x =100 geeft tan2x =1000 en dus 2x = tan™' 100 5698 en
x=0,7849. L 4

Dusis f(x)>100 op het interval <O, 7849;%n> . \

ar optelt, is de som

Als je de eerste twee sinusoiden met dezelfde pe
hiervan ook een sinusoide met dezelfde periode als de nstellende sinusoiden.
Als je deze sinusoide en de derde sinusoidefliggbeide dezelfde periode hebben, bij

elkaar optelt heb je opnieuw een sinusoi

(Mits er niet een constante functie uitko als (x)=sinx+2sinx—3sinx)

De periode van f(x)=sinx is 21, terwijl g

Stel dat er een gemeenschappelijke z @

veelvoud zijn van 2n en 2. Dus moeten 8 twee gehele getallen k en [ zijn

waarvoor geldt k-2 =2-/. ‘@olgt = é en daarmee zou ® een breuk
zijn. En dat is niet waar. Dus cr gOWp gemeenschappelijke periode zijn en is de

zweving niet periodiek.

intx periode 2% _ ) heeft.
T

Pan moet er een gemeenschappelijk

S
S
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